



АБЕЛЕВI ДВОПОРОДЖЕНI САМОПОДIБНI ГРУПИ
Встановлено критерiй, коли двопороджена самоподiбна група автоморфiзмiв регулярного бiнарного
кореневого дерева є абелевою. У випадку, коли така група є абелевою, в термiнах її твiрних визначено,
якiй з чотирьох груп Z2, Z2 × Z2, Z та Z× Z вона iзоморфна.
Ключовi слова: абелевi групи, самоподiбнi групи, системи твiрних.
Проблема класифiкацiї є однiєю з ключових i
разом з тим громiздких при вивченнi самоподiб-
них груп. У попереднiх роботах для дослiдження
видiлявся, як правило, якийсь окремий природний
клас таких груп. Так, наприклад, у [1] розглядався
клас груп, породжених двостановими автоматами
над бiнарним алфавiтом.
Цю роботу присвячено двопородженим самопо-
дiбним групам автоморфiзмiв бiнарного кореневого
дерева. Теорема 20 встановлює критерiй абелево-
стi для таких груп залежно вiд станiв її твiрних
елементiв (див. також [2]). Твердження 3, 4, 5, 6, 8,
10, 12, 13, 14, 15, 18, 19 формують повний набiр
необхiдних i достатнiх умов, що дозволяють визна-
чити, якiй з можливих абелевих груп вони iзоморф-
нi. Зокрема, твердження 3, 5, 8, 13, 14 включають
умови для неабелевих груп, твердження 4 є крите-
рiєм для циклiчної групи порядку 2, твердження 6 є
критерiєм для четверної групи Клейна, тверджен-
ня 12, 15, 18 включають умови для нескiнченної
циклiчної групи, а твердження 10 та 19 включають
умови для декартового добутку двох нескiнченних
циклiчних груп.
Нехай Td (d ≥ 2) — d-арне кореневе дерево. За-
фiксуємо для нього нумерацiю вершин, що з’єднанi
з коренем. Тодi довiльний автоморфiзм g коренево-
го дерева Td можна представити таким чином:
g = (g1, . . . , gd)πg, (1)
де g1, . . . , gd — автоморфiзми кореневого дерева Td,
πg — пiдстановка з симетричної групи Sd. Таке
представлення називається вiнцевою рекурсiєю.
Усi автоморфiзми вiдносно дiї суперпозицiї
утворюють групу, що називається групою автомор-
фiзмiв кореневого дерева Td i позначається AutTd.
Множення в такiй групi визначається таким чином.
Нехай g, h ∈ Aut Td, тобто:
g = (g1, . . . , gd)πg, h = (h1, . . . , hd)πh,
тодi їх добутком буде елемент:
g · h = (g1 · hπg(1), . . . , gd · hπg(d))(πg · πh). (2)
Автоморфiзми g1, . . . , gd у представленнi (1)
називаються станами першого рiвня автоморфi-
зму g. Станами n-го рiвня автоморфiзму g нази-
ваються стани першого рiвня станiв (n−1)-го рiвня
автоморфiзму g, де n ≥ 2.
Пiдгрупа G < Aut Td називається самоподiб-
ною [1; 3], якщо всi стани довiльного автоморфiзму
з цiєї пiдгрупи також до неї належать.
Далi розглядаємо лише групи G = 〈a, b〉, що є
пiдгрупами Aut T2. Такi групи називаються двопо-
родженими самоподiбними групами над бiнарним
алфавiтом. Твiрнi таких груп можна представити
як:
a = (a0, a1)σ,
b = (b0, b1),
(3)
де a0, a1, b0, b1 ∈ G, σ = (01).
Нехай F — вiльна група рангу 2 з базою {a, b}.
Кожний елемент w цiєї групи можна єдиним чином
записати у виглядi редукованого слова, тобто:
w = apa,1bpb,1 · · · apa,mbpb,m , (4)
де m ∈ N, pa,2, . . . , pa,m, pb,1, . . . , pb,m−1 ∈ Z \ {0}
та pa,1, pb,m ∈ Z. Довiльний елемент групи G мож-
на розглядати як значення деякого редукованого
слова w вiд її твiрних.
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Означення 1. Кiлькiстю входжень твiрного h ∈
{a, b} у елемент g ∈ G назвемо число:
rh(g) = ph,1 + . . .+ ph,m.













Нехай nh — порядок елемента h в групi G, h ∈
{a, b}. За цих умов мають мiсце такi твердження:
Лема 1. na = 2 або na =∞.
Доведення. Нехай na 6= 2 i na 6= ∞, тодi na — не-









З обох проекцiй отримаємо:
ak·ra(a0a1)bk·rb(a0a1) = 1.
Можливi два випадки:
1) Якщо ra(a0a1) — парне, тодi:
bk·rb(a0a1) = 1.
Обмеження будуть виглядати таким чином:
ak·rb(a0a1)·ra(b0) = 1,
ak·rb(a0a1)·ra(b1) = 1.
Тодi повиннi виконуватись двi такi умови:
rb(a0a1) · ra(b0) — парне;
rb(a0a1) · ra(b1) — парне.
Розглянемо елемент g ∈ G, g = ara(g)brb(g). У про-
екцiяx вiн буде мати:


















Знову можливi два випадки:
1.1) Якщо rb(a0a1) — непарне, то ra(b0) i ra(b1) —
парнi. Нехай ra(g) — парне, тодi pa,0 i pa,1 — пар-
нi. Це також означає, що будь-яка проекцiя g не
має σ, отже, g = 1. Оскiльки a2 пiдходить пiд
умови g, то a2 = 1, причому a 6= 1, отже, na = 2,
що суперечить початковому припущенню.
1.2) Якщо rb(a0a1) — парне. Нехай ra(g) i rb(g) —
парнi, тодi pa,0, pb,0, pa,1 i pb,1 — парнi. Це та-
кож означає, що будь-яка проекцiя g не має σ, от-
же, g = 1. Оскiльки a2 пiдходить пiд умови g, то
a2 = 1, причому a 6= 1, отже, na = 2, що супере-
чить початковому припущенню.
2) Якщо ra(a0a1) — непарне, тодi доведемо, що:
ak·ra(a0a1)bk·rb(a0a1) 6= 1.
Будь-яке число можна розкласти на добуток двох
цiлих чисел: найбiльшого степеня двiйки, на який




nl 6= 1. (6)
Доведемо (6) iндукцiєю за n.
База iндукцiї: n = 0.
a2m+1bl 6= 1.
Виконується, оскiльки 2m+ 1 — непарне.
Припустимо, що виконується для всiх вiд 0 до n.








n((2m+ 1) · ra(a0a1) + 2l · ra(b0)),
pb,0 = 2
n((2m+ 1) · rb(a0a1) + 2l · rb(b0)),
pa,1 = 2
n((2m+ 1) · ra(a1a0) + 2l · ra(b1)),
pb,1 = 2
n((2m+ 1) · rb(a1a0) + 2l · rb(b1)).
Отже, за припущенням iндукцiї apa,0bpb,0 6= 1 та
apa,1bpb,1 6= 1, а тому i початкове твердження спра-
ведливе.
Лема 2. nb = 1 або nb = na.
Доведення. З попереднього твердження na = 2 або
na =∞. Розглянемо два випадки:











Отже, nb = 1 або nb = 2.












Оскiльки na = ∞, то ra(b0) = ra(b1) = 0. Тодi
nb = 1 i маємо суперечнiсть.
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Твердження 3. Якщо число ra(b0b1) — непарне, то
G — не абелева.
Доведення. Нехай це не так, тодi ab = ba, тобто:
(a0b1, a1b0)σ = ab = ba = (b0a0, b1a1)σ,
звiдки a0b1 = b0a0, тобто b0b
−1
1 = 1. З iншого боку,
якщо ra(b0b1) — непарна, то i ra(b0b
−1
1 ) — непарна,
тому b0b
−1
1 6= 1. Отже, маємо суперечнiсть.
Твердження 4. Число ra(a0a1) — парне, число
ra(b0) — парне, число ra(b1) — парне тодi i лише
тодi, коли G ≃ Z2.
Доведення. Необхiднiсть. Якщо G ≃ Z2, то a2 = 1
та b = 1, i тодi:
a2 = (a0a1, a1a0) = 1,
b = (b0, b1) = 1.
Визначивши кiлькiсть входжень твiрних у проекцiї,
отримаємо:
ra(a0a1) mod 2 = ra(a1a0) mod 2 = 0,
rb(a0a1) mod 1 = rb(a1a0) mod 1 = 0,
ra(b0) mod 2 = ra(b1) mod 2 = 0,
rb(b0) mod 1 = rb(b1) mod 1 = 0,
отже, всi пункти твердження виконуються.
Достатнiсть. Нехай виконуються умови. Вiзьме-
мо елемент g ∈ G, такий, що ra(g) — парна, i по-
кажемо, що тодi ra(g|0), ra(g|1) — парнi. Нехай g




si = pa,1 + . . .+ pa,i
i зазначимо, що кожен gi не має σ. Отримаємо, що:
g = g1 · . . . · gm · ara(g).
Тодi:
















ra(g|1) mod 2 = 0.
Отже, g = 1, а тодi a2 = 1 та b = 1.
Твердження 5. Якщо число ra(a0a1) — парне, чи-
сло ra(b0) — непарне, число ra(b1) — непарне, число
rb(a0a1) — парне, число rb(b0b1) — непарне, тоG —
не абелева.
Доведення. Нехай це не так, тодi ab = ba, тобто:
(a0b1, a1b0)σ = ab = ba = (b0a0, b1a1)σ,
звiдки a0b1 = b0a0, тобто b0b
−1
1 = 1. Тодi
b0b
−1






















1 |0 6= 1, тому маємо суперечнiсть.
Твердження 6. Число ra(a0a1) — парне, число
ra(b0) — непарне, число ra(b1) — непарне, число
rb(a0a1) — парне, число rb(b0b1) — парне тодi i
лише тодi, коли G ≃ Z2 × Z2.
Доведення. Необхiднiсть. Якщо G ≃ Z2 × Z2, то
a2 = 1, b2 = 1 та (ab)2 = 1, i тодi:
a2 = (a0a1, a1a0) = 1.
Визначивши кiлькiсть входжень твiрних у проекцiї,
отримаємо:
ra(a0a1) mod 2 = ra(a1a0) mod 2 = 0,
rb(a0a1) mod 2 = rb(a1a0) mod 2 = 0.
Також з першого випливає, що:
ra(b0) mod 2 = ra(b1) mod 2 = 1,
оскiльки iнакше група або не є абелевою (за твер-
дженням 3), або iзоморфна Z2 (за твердженням 4).
Крiм того, ab = ba, а тому:
(a0b1, a1b0)σ = (b0a0, b1a1)σ,
rb(b0) mod 2 = rb(b1) mod 2,
rb(b0b1) mod 2 = 0,
отже, всi пункти твердження виконуються.
Достатнiсть. Нехай виконуються умови. Вiзьме-
мо елемент g ∈ G, такий, що ra(g) та rb(g) — пар-
нi, i покажемо, що тодi ra(g|0), ra(g|1), rb(g|0) та
rb(g|1) — парнi. Нехай g визначено (4), тодi для
будь-якого i = 1, . . . ,m визначимо:
gi = a
sibpb,ia−si ,
si = pa,1 + . . .+ pa,i
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i зазначимо, що кожен gi не має σ. Отримаємо, що:
g = g1 · . . . · gm · ara(g).
Тодi:








ra(g|0) mod 2 =
m∑
i=1








ra(g|1) mod 2 =
m∑
i=1








rb(g|0) mod 2 = ra(bk)
m∑
i=1
pb,i mod 2 = 0,








rb(g|1) mod 2 = ra(bk)
m∑
i=1
pb,i mod 2 = 0,
k = 0, 1.
Отже, g = 1, а тодi a2 = 1, b2 = 1 та (ab)2 = 1.
Лема 7. Якщо G — абелева i число ra(a0a1) — пар-
не, число ra(b0) — непарне, число ra(b1) — непарне,
число rb(a0a1) — непарне, то кожний нетривiаль-
ний елемент групи має нескiнченний порядок.
Доведення. Для цього доведемо, що кожний еле-
мент g ∈ G — нетривiальний, якщо ra(g) 6= 0 або
rb(g) 6= 0. Доведення роздiлимо на три частини.
I. ra(g) 6= 0 i rb(g) 6= 0.




де ka, kb ∈ N0, qa, qb ∈ Z.
Доведемо iндукцiєю за ka, що g 6= 1.
База iндукцiї: ka = 0.
g = a2qa+1b2
kb (2qb+1) 6= 1,




kb (2qb+1) 6= 1,












ka (2qa + 1)ra(a0a1)︸ ︷︷ ︸
αa,0 — парне




ka (2qa + 1)rb(a0a1)︸ ︷︷ ︸
βa,0 — непарне




1) kb ≤ ka, тодi:
α0 = 2
kb(2ka−kbαa,0 + αb,0) = 2kb(2q + 1).
Оскiльки kb ≤ ka < ka + 1, то за iндуктивною гi-
потезою g|0 6= 1, тодi i g 6= 1.








Оскiльки степiнь двiйки не зменшився i не можна







































Отже, α00 = 2ka(2q + 1), а тому за iндуктивною
гiпотезою g|00 6= 1, звiдки g 6= 1.
Першу частину доведено.
II. ra(g) = 0 i rb(g) 6= 0.
У цьому випадку g можна представити у виглядi:
g = b2
kb(2qb+1),
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де kb ∈ N0, qb ∈ Z.
Доведемо iндукцiєю за kb, що g 6= 1.
База iндукцiї: kb = 0.
g = b2qb+1 6= 1,
оскiльки g|0 має σ:
g|0 = b2qb+10 = aα0bβ0 ,
де
α0 = ra(b0)(2qb + 1) — непарне,


















1) rb(b0) 6= 0, тодi:
З I випливає, що g|0 6= 1, а отже, i g 6= 1.
2) rb(b0) = 0, тодi:



























(2qb + 1)︸ ︷︷ ︸
непарне
.
Знову можливi два випадки:
a) ra(a0a1) 6= 0, тодi:
З I випливає, що g|00 6= 1, а отже, i g 6= 1.
b) ra(a0a1) = 0, тодi:
g|00 = bβ00 = b2
kb(2q+1).
За iндуктивною гiпотезою g|00 6= 1, звiдки g 6= 1.
Другу частину доведено.
III. ra(g) 6= 0 i rb(g) = 0.
У цьому випадку g можна представити у виглядi:
g = a2
ka (2qa+1),
де ka ∈ N0, qa ∈ Z.
Розглянемо два випадки:
1) ka = 0, тодi:
g = a2qa+1 6= 1,
оскiльки g має σ.
2) ka > 0, тодi:
g|0 = (a0a1)2






Знову можливi два випадки:
a) ra(a0a1) 6= 0, тодi:
З I випливає, що g|0 6= 1, а отже, i g 6= 1.
b) ra(a0a1) = 0, тодi:
З II випливає, що g|0 6= 1, а отже, i g 6= 1.
Третю частину i твердження доведено.
Твердження 8. Якщо число ra(a0a1) — парне,
число ra(b0) — непарне, число ra(b1) — непар-
не, rb(a0a1) — непарне i ra(b0) 6= ra(b1) або
rb(b0) 6= rb(b1), то G — не абелева.
Доведення. Нехай це не так, тодi з леми 7 випли-
ває, що кожний нетривiальний елемент групи має
нескiнченний порядок i ab = ba, тобто:
(a0b1, a1b0)σ = ab = ba = (b0a0, b1a1)σ,
звiдки a0b1 = b0a0, тобто b0b
−1
1 = 1. Тодi
b0b
−1
1 |0 = 1, звiдки:
ara(b0)−ra(b1)brb(b0)−rb(b1) = 1.
Оскiльки ra(b0) 6= ra(b1) або rb(b0) 6= rb(b1), то це
не так. Отже, прийшли до суперечностi, тому G —
не абелева.
Означення 2. Нехай твiрний h ∈ {a, b} має поря-
док nh. Два довiльнi елементи g1, g2 ∈ G мають
рiвну кiлькiсть входжень твiрного h, якщо:
rh(g1) = rh(g2), коли nh =∞;
rh(g1) ≡ rh(g2) (mod nh), iнакше.
Лема 9. Якщо b0 та b1 мають рiвну кiлькiсть вхо-
джень a та b, то G — абелева.
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Доведення. Вiзьмемо довiльний елемент g ∈ [G,G]
i покажемо, що g|0, g|1 ∈ [G,G]. Тобто, якщо
ra(g) = rb(g) = 0, то i ra(g|0) = ra(g|1) =
rb(g|0) = rb(g|0) = 0. Нехай g визначено (4), тодi
для будь-якого i = 1, . . . ,m визначимо:
gi = a
sibpb,ia−si ,
si = pa,1 + . . .+ pa,i
i зазначимо, що кожен gi не має σ. Отримаємо, що:
g = g1 · . . . · gmara(g).
Тодi для a:
ra(g|0) = ra(g1|0) + . . .+ ra(gm|0),
ra(g|0) = pb,1ra(b0) + . . .+ pb,mra(b0),
ra(g|0) = ra(g)ra(b0) = 0.
ra(g|1) = ra(g1|1) + . . .+ ra(gm|1),
ra(g|1) = pb,1ra(b1) + . . .+ pb,mra(b1),
ra(g|1) = ra(g)ra(b1) = 0.
Так само для b:
rb(g|0) = rb(g1|0) + . . .+ rb(gm|0),
rb(g|0) = pb,1rb(b0) + . . .+ pb,mrb(b0),
rb(g|0) = rb(g)rb(b0) = 0.
rb(g|1) = rb(g1|1) + . . .+ rb(gm|1),
rb(g|1) = pb,1rb(b1) + . . .+ pb,mrb(b1),
rb(g|1) = rb(g)rb(b1) = 0.
Звiдки [G,G] — тривiальний, а G — абелева.
Твердження 10. Якщо число ra(a0a1) — парне, чи-
сла ra(b0) = ra(b1) — непарнi, число rb(a0a1) —
непарне i rb(b0) = rb(b1), то G ≃ Z× Z.
Доведення. З леми 9 випливає, щоG — абелева. За-
лишилося довести, що iнших спiввiдношень, крiм
g = 1, де g ∈ [G,G], у G немає.
Нехай це не так. Тодi iснує g = aαbβ = 1, при-
чому або α 6= 0, або β 6= 0, оскiльки g /∈ [G,G].
Тодi з леми 7 випливає, що g 6= 1. Маємо супе-
речнiсть, отже, G дiйсно, iнших спiввiдношень у
G немає.
Лема 11. Якщо число ra(a0a1) — непарне i G —
абелева, то na =∞.
Доведення. З леми 1 випливає, що або na = 2, або
na =∞. Нехай na 6=∞, тодi na = 2, звiдки:
a2 = (a0a1, a1a0) = 1.
Тодi a0a1 = 1, але ra(a0a1) — непарне, тому a0a1
має σ, отже, a0a1 6= 1. Маємо суперечнiсть, тому
na =∞.
Твердження 12. Якщо число ra(a0a1) — непарне i
числа ra(b0) = ra(b1) = 0, то G ≃ Z.
Доведення. З леми 11 випливає, що na = ∞. До-
ведемо, що nb = 1. Для цього вiзьмемо довiльний
елемент g такий, що ra(g) = 0, i покажемо, що
в проекцiях вiн має елементи з такою ж власти-
вiстю. Нехай g визначено (4), тодi для будь-якого
i = 1, . . . ,m визначимо:
gi = a
sibpb,ia−si ,
si = pa,1 + . . .+ pa,i
i зазначимо, що кожен gi не має σ. Отримаємо, що:
g = g1 · . . . · gmara(g) = g1 · . . . · gm.
Тодi:














pb,i · ra(bsi mod 2) = 0,













pb,i · ra(b1−si mod 2) = 0.
Маємо, що в проекцiях g кiлькiсть входжень a та-
кож нульова. Крiм того, елементи з такою власти-
вiстю не мають σ. Отже, g = 1, а тому i b = 1,
оскiльки також задовольняє цю властивiсть. Тому
G ≃ Z.
Твердження 13. Якщо число ra(a0a1) — непарне,
ra(b0) = ra(b1) 6= 0 i rb(b0) 6= rb(b1), то G — не
абелева.
Доведення. Нехай це не так, тодi ab = ba, тобто:
(a0b1, a1b0)σ = ab = ba = (b0a0, b1a1)σ,
звiдки a0b1 = b0a0, тобто b0b
−1





Тодi з леми 2 випливає, що nb = 1, тобто b = 1. То-







З леми 11 випливає, що na = ∞, що суперечить
останнiй рiвностi, отже, G — не абелева.
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Твердження 14. Якщо число ra(a0a1) — непар-
не, ra(b0) 6= ra(b1) i ra(b0) = ra(b1), то G — не
абелева.
Доведення. Нехай це не так, тодi ab = ba, тобто:
(a0b1, a1b0)σ = ab = ba = (b0a0, b1a1)σ,
звiдки a0b1 = b0a0, тобто b0b
−1





З леми 11 випливає, що na = ∞, що суперечить
останнiй рiвностi, отже, G — не абелева.
Наступнi твердження будуть використовувати
такi позначення:
da = ra(b0)− ra(b1),
db = rb(b0)− rb(b1),














Di(α, β) = Ai(α, β) −Bi(α, β).
Помiтимо, що D0(da, db)−D1(da, db) = 0.
Твердження 15. Якщо число ra(a0a1) — непарне,
ra(b0) 6= ra(b1), ra(b0) 6= ra(b1), da(da,db) — парне i
D0(da, db) = 0, то G ≃ Z.





, i покажемо, що в проекцiях вiн
має елементи з такою ж властивiстю. Нехай g ви-




si = pa,1 + . . .+ pa,i
i зазначимо, що кожен gi не має σ. Отримаємо, що:
g = g1 · . . . · gmara(g).




pb,i · (si mod 2), тодi для g|0:
g|0 = g1|0 · . . . · gm|0 · (a0a1)
1
2 ·ra(g)
































+ rb(g) · ra(b0)− k · da
































+ rb(g) · rb(b0)− k · db.


















































Мiркування для g|1 аналогiчнi.
Оскiльки для будь-якого g ∈ [G,G] ця власти-
вiсть виконується також i ra(g) — парне, то G —
абелева. Крiм того, G — циклiчна i породжується
елементом:
g = apabpb , де (pa, pb) = 1,
pa · db
(da, db)
− pb · da
(da, db)
= 1.
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Лема 16. Якщо число ra(a0a1) — непарне, G —
абелева i g = aαbβ такий, що α(α,β) — непарне, то
g 6= 1.
Доведення. Нехай:
α = 2ka · (2qa + 1), β = 2kb · (2qb + 1),
ka, kb ∈ N ∪ {0}, qa, qb ∈ Z, ka ≤ kb.
Iндукцiєю за ka покажемо, що всi такi елементи —
нетривiальнi.
База iндукцiї: ka = 0, звiдки g має σ, отже, g 6= 1.
Iндуктивна гiпотеза: нехай виконується для всiх













ka ·(2qa+1) ·ra(a0a1)+2kb ·(2qb+1) ·ra(b0).
α0
2ka
= (2qa + 1) · ra(a0a1)︸ ︷︷ ︸
непарне
+
+2kb−ka · (2qb + 1) · ra(b0)︸ ︷︷ ︸
парне
= 2qa,0 + 1.
β0 = 2
ka ·(2qa+1)·rb(a0a1)+2kb ·(2qb+1)·rb(b0) =
= 2kb0 · (2qb,0 + 1), де ka ≤ kb,0.
За iндуктивною гiпотезою g|0 6= 1, а тому g 6= 1.
α = 2ka · (2qa + 1), β = 2kb · (2qb + 1),
ka, kb ∈ N ∪ {0}, qa, qb ∈ Z, ka ≤ kb.
Iндукцiєю за ka покажемо, що всi такi елементи —
нетривiальнi.
База iндукцiї: ka = 0, звiдки g має σ, отже, g 6= 1.
Iндуктивна гiпотеза: нехай виконується для всiх













ka ·(2qa+1) ·ra(a0a1)+2kb ·(2qb+1) ·ra(b0).
α0
2ka
= (2qa + 1) · ra(a0a1)︸ ︷︷ ︸
непарне
+
+2kb−ka · (2qb + 1) · ra(b0)︸ ︷︷ ︸
парне
= 2qa,0 + 1.
β0 = 2
ka ·(2qa+1)·rb(a0a1)+2kb ·(2qb+1)·rb(b0) =
= 2kb0 · (2qb,0 + 1), де ka ≤ kb,0.
За iндуктивною гiпотезою g|0 6= 1, а тому g 6= 1.
Крiм того, помiтимо, що для будь-якого p ∈ N,
gp 6= 1, отже, такi елементи мають нескiнченний
порядок.
Твердження 17. Якщо число ra(a0a1) — непарне,
ra(b0) 6= ra(b1), ra(b0) 6= ra(b1) i або da(da,db) —
непарне, або D0(da, db) 6= 0, то G — не абелева.
Доведення. Нехай це не так i G — абелева.
I. da(da,db) — непарне.
Оскiльки G — абелева, то ab = ba, тобто:
(a0b1, a1b0)σ = ab = ba = (b0a0, b1a1)σ,
звiдки a0b1 = b0a0, тобто b0b
−1
1 = 1. Але з ле-
ми 16 випливає, що b0b
−1
1 = a
dabdb 6= 1, оскiльки
da
(da,db)
— непарне, тому маємо суперечнiсть.
II. da(da,db) — парне.
Тодi для i = 0, 1, Di(da, db) 6= 0 i ab = ba, тобто:
(a0b1, a1b0)σ = ab = ba = (b0a0, b1a1)σ,
звiдки a0b1 = b0a0, тобто b0b
−1













· rb(a0a1) + db · rb(bi).
Розглянемо чотири випадки:
1) ra(g|0) 6= 0 i rb(g|0) 6= 0.





α = da · rb(g|0)− da · ra(g|0) 6= 0.
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Тодi aα 6= 1, що суперечить лемi 11.
2) ra(g|0) 6= 0 i rb(g|0) = 0.
Нехай:
α = ra(g|0) 6= 0.
Тодi aα 6= 1, що суперечить лемi 11.
3) ra(g|0) = 0 i rb(g|0) 6= 0.
Нехай:
α = da · rb(g|0) 6= 0.
Тодi aα 6= 1, що суперечить лемi 11.
4) ra(g|0) = 0 i rb(g|0) = 0.






α = da · rb(g|1)− da · ra(g|1) 6= 0.
Тодi aα 6= 1, що суперечить лемi 11.
Твердження 18. Якщо число ra(a0a1) — непарне,
ra(b0) = ra(b1) 6= 0, ra(b0) = ra(b1) i iснують такi
α, β, що α(α,β) — парне i D0(α, β) = 0, тодi G ≃ Z.
Доведення. Оскiльки ra(b0) = ra(b1) 6= 0 i
ra(b0) = ra(b1), то з леми 9 випливає, що G —





, i покажемо, що в проекцiях вiн має
елементи з такою ж властивiстю:
g = ara(g)brb(g).




2 ·ra(g) · brb(g)0 .




· ra(a0a1) + rb(g) · ra(b0)




· rb(a0a1) + rb(g) · rb(b0).


















































Мiркування для g|1 аналогiчнi.
Оскiльки ra(g) — парне, то g = 1. Тепер дове-
демо, що G — циклiчна i породжується елементом:
g = apabpb , де (pa, pb) = 1,
pa · β
(α, β)
− pb · α
(α, β)
= 1.































(α,β)−pb· α(α,β) = b.
Твердження 19. Якщо число ra(a0a1) — непарне,
ra(b0) = ra(b1) 6= 0, ra(b0) = ra(b1) i не iснує та-
ких α, β, що α(α,β) — парне i D0(α, β) = 0, тодi
G ≃ Z× Z.
Доведення. Оскiльки ra(b0) = ra(b1) 6= 0 i
ra(b0) = ra(b1), то з леми 9 випливає, що G —
абелева. Якби G була б iзоморфна Z×Z, то це бу-
ло б рiвносильно тому, що iнших спiввiдношень,
крiм g = 1, де g ∈ [G,G], немає. Нехай це не так.
Тодi iснує g = apabpb = 1, причому pa — парне i
або pa 6= 0, або pb 6= 0. Будемо мати:
g|0 = (a0a1)
pa










· rb(a0a1) + pb · rb(b0).
Розглянемо три випадки:
1) pa 6= 0 i pb 6= 0.
Якщо pa(pa,pb) — непарне, то з леми 16 випливає,
що g 6= 1, i маємо суперечнiсть.







i тодi маємо два рiзних спiввiдношення:
apabpb = 1 i aα0bβ0 = 1,
з яких отримаємо таке:
apa·β0−α0·pb = 1,
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що суперечить лемi 11.
2) pa 6= 0 i pb = 0.
Тодi маємо спiввiдношення:
apa = 1,
що суперечить лемi 11.
3) pa = 0 i pb 6= 0.
Якщо rb(b0) 6= 0, то маємо два рiзних спiввiд-
ношення:
bpb = 1 i aα0bβ0 = 1,
з яких отримаємо таке:
aα0·pb = 1,
що суперечить лемi 11.
Якщо rb(b0) = 0, то маємо спiввiдношення:
aα0 = 1,
що суперечить лемi 11.
Довiльна абелева двопороджена самоподiбна
група може бути однiєю з таких:
1. na = 2, nb = 1, G ≃ Z2;
2. na = 2, nb = 1, G ≃ Z2 × Z2;
3. na =∞, nb = 1, G ≃ Z;
4. na =∞, nb =∞, G ≃ Z;
5. na =∞, nb =∞, G ≃ Z× Z.
У кiнцi сформулюємо критерiй абелевостi дво-
породженої самоподiбної групи.
Теорема 20. Група G абелева тодi й лише тодi,
коли:






Di(da, db) = 0, i = 0, 1.
Доведення. Теорема має мiсце, оскiльки тверджен-
ня 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18, 19 формують
повний набiр необхiдних i достатнiх умов.
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